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M2 * Varianta A

1. S& se calculeze determinantul D = ’ i § % ‘ (6 pct.)

a) D=0;b) D=14;¢) D=3;d) D=11;e) D=4;f) D=1.

Solutie. Aplicand regula lui Sarrus,
D=1-0-6+2-3-2+1-4-3—(2-0-3+

a
d
m

EZ = aep + bfm + dnc — (mec + dbp + nfa), obtinem
1-2:6+4-3-1)=0,deci D=0. @

Altfel. Se observa ca linia a treia a determinantului este dublul celei dintéi, deci determinantul avand
doua linii proportionale, este nul.

Altfel. Se observa ca a doua coloana este dubla celei dintai, deci determinantul avand doua coloane
proportionale, este nul.

Altfel. Se observa ca a treia coloana este tripla celei dintai, deci D = 0.

Altfel. Dezvoltand dupa o linie sau dupa o coloani oarecare, calculul se reduce la determinanti de ordinul
doi; se obtine D = 0.

Altfel. Se fabrica zerouri pe o linie sau pe o coloana a determinantului; se obtine fie o linie nula, fie o
coloana nula, deci D = 0.

2. Fie a,b € R, a < b si fie functia derivabild f : (a,b) — R, cu derivata f’ functie continua. Stiind c&
() + (f(x)> +1 >0, Vo € (a,b) si ca lim f(x) = +oo, limb f(x) = —oo, decideti care dintre
T —a T —
T >a z<b
urméatoarele afirmatii este cea adevarata: (6 pct.)

a)b—a € [%,g);b) b—a € [g,%’r); c)b—ac€ [%,%); d)b—ace [%,W);e) b—a € [m,00); ) b—a € (0,%).

Solutie. Se observa ca inegalitatea din enunt se rescrie
f/

f@) +J@)P +1206 g

> —1 & (z+ arctg f(z)) >0.

Notand g(z) = = + arctg f(z), avem ¢’'(x) > 0, deci g crescatoare pe (a,b). Trecand la limita si folosind
limitele din enunt, obtinem Em glx) =a+ g si li/m g(z) =b— g Din monotonia functiei g, rezulta
a+5 <b—%,decib—a>m. (o

3. Fie functia f : R = R, f(z) = x + e®. S4 se calculeze f'(0). (6 pct.)
a) 0; b) 3; c) =5;d) 4; e) 2; f) —2.
Solutie. Derivand functia f termen cu termen, obtinem f'(z) =14 €%, deci f/(0)=1+1=2. (@

4. Fie A={|z"+ %[ |n€N, 2€C, z2*+23+22+2+1 = 0}. Sa se determine suma pétratelor elementelor
multimii A. (6 pct.)
a) 7; b) 5; ¢) 10; d) 9; e) 1; f) 4.

Solutie. Se observi ca radicinile polinomului 24 + 23 + 22 + 2 + 1 sunt cele diferite de 1 ale polinomului
2P —1=(2-1)(2" + 23+ 22+ 2+ 1), deci {w1, w2, ws,ws}, unde am notat wy = w* = cos 2&T + jsin 27
unde k € Z, iar w = w; = cos 2?” + i sin %’T Se poate verifica direct egalitatea w™ = w", pentru m € Z

iar m = bq + r Impartirea cu rest la 5 a numarului intreg m. Au loc relatiile i =W =w_g, Vk € Z si
Wm + % =W_p, + —1—, Vm € Z. Atunci multimea A se rescrie succesiv:

w_m’
A ={]z"+%|IneN, z€C, 2+ 22 +22+2+1=0}

={l2" + &l In €N, 2 € {w1,wz, w3, ws}} = {|wm + @m| | m € 1,5}

n

= {|wm +©m| | m € =2,2} = {Jwm + w_m| | m €0,2}.
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Folosind egalitatea |z|? = 2% si consecinta formulei Moivre (wy)® = wys, rezulti suma patratelor ele-
mentelor multimii A,

S =1+1P+|wi w1 +wr+wol? =4+ (w1 + w_1)(w1 +w_1) + (w2 + w_2) (w2 + w_2)
=4+ (wy +wy)(wg +w1) + (wa + ws)(ws +wa) =4+ (w1 +wa)? + (w2 +w3)?
=4+ (wo 4+ 2ws +ws) + (wg +2ws +wp) =4+ was +2-1+ws+wsg+2- 14w
=74+ (wo + w1 + w2 + w3 + wy).

Dar suma celor cinci radacini de ordinul cinci ale unitatii fiind nuld (din prima relatie Viete pentru
polinomul z° — 1), rezulta anularea parantezei, deci S =7+0=7. @

. Fie matricea A = (1?). Sa se calculeze determinantul matricei A%. (6 pct.)

a) 25; b) 16; ¢) 15; d) 0; e) 9; f) 4.

Solutie. Calculim A? = A- A = (3%); aplicand formula “;Z| = ad — be, rezultd det A2 = 52 — 42 =
25-16=9. @

Altfel. Folosim proprietatea ca pentru orice matrice patraticd A si orice numéar natural m > 1, avem
det A™ = (det A)™. Cum det A =2-2 —1-1= 3, rezultd det A% = (det 4)? =32 =9.

. Suma solutiilor reale ale ecuatiei 2® — 322 — 5z = 0 este: (6 pct.)
a) 8 b) —5;¢) 6;d) 3;e) 5; 1) 7.

Solutie. Polinomul se rescrie 23 — 322 — 52 = z(2? — 32 — 5). Avem deci o prima riadicind x; = 0,
solutie reala a ecuatiei date. Celelalte doua solutii complexe ale ecuatiei sunt radacinile z2 3 = % ale
polinomului de gradul doi 22 — 3z — 5, care sunt ambele reale. Deci suma solutiilor reale ale ecuatiei date
este x1 +xo+x3 =0+ % + 3727‘/% =3. @ Observatie. Se verificd usor cd in cazul nostru rid&cinile
fiind toate reale, suma obtinuta coincide cu cea data de prima egalitate Viete, —%3 =3. In general Insa,
prima formula Viete produce suma radacinilor compleze ale polinomului. In cazul in care polinomul de
grad trei ar avea doar o radacina reala, iar celelalte doua complexe conjugate insa, aceasta suma nu ar
produce rezultatul cerut. Din acest motiv este necesar sa se determine daca exista si radacini complexe
ne-reale (iar in acest caz rad&cinile reale trebuie determinate efectiv), fie daci toate radécinile sunt reale
(iar in acest caz prima relatie Viete produce rezultatul cerut). @

r—y=2
. Sa se rezolve sistemul de ecuatii { t—3y=0 in multimea numerelor reale. (6 pct.)
a)r=2,y=1b)z=1y=3;c)z=-3,y=5d)x=3,y=Le)r=y=2f)a=1,y=2.

Solutie. Scazand a doua ecuatie din prima, rezultd imediat 2y = 2 < y = 1. Apoi, inlocuind in prima
ecuatie, obtinem z — 1 =2 < x = 3. Prin urmare avem z =3,y =1. @

Altfel. Discriminantul sistemului de 2 ecuatii cu 2 necunoscute este } % ::1), | = —2 # 0, deci sistem Cramer
compatibil determinat. Aflam solutia unica a sistemului aplicind regula lui Cramer:

Ay 15 4 A, 1
TSR Tabsl=s v=F =gt

deci solutia sistemului este data de x = 3, y = 1.

. Suma patratelor solutiilor ecuatiei 22 + 2 — 2 = 0 este: (6 pct.)
a) 2;b) 4; ¢) 7;d) 10; e) 5; f) 1.

Solutie. Rezolvand ecuatia de gradul doi, obtinem solutiile z; = 1, o = —2, deci 27 +2% = 12+(-2)? = 5.
©

Altfel. Daca z 2 sunt cele doud solutii ale ecuatii, atunci x% + m% = (z1+ x2)2 —2x122. Din relatiile Viete
avem Insd o1 + x2 = —1 = —1, iar z20 = 52 = =2, deci 2 + 23 = (1) — 2 (-2) = 5.

. Multimea solutiilor reale ale ecuatiei /x +3 —z =1 este: (6 pct.)

a) {—1,3}; b) {=3,0}; ¢) {3,4}; d) {-2,3};¢) {1};f) .
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10.

11.

12.

13.

Solutie. Ecuatia se rescrie vz +3 = = + 1. Conditia de existenta a radicalului este x + 3 > 0, deci
x > —3. De asemenea membrul drept, fiind egal cu un radical, trebuie sa fie nenegativ, deci z > —1.
In concluziile, din conditiile induse de radical, obtinem xz > —1. Ridicand ecuatia la patrat, rezulta
22 —2—2=0% x € {1,-2}. Convine doar solutiaz =1> —1. (@

Altfel. Dupa ridicare la pétrat, ecuatia devine 22 —x —2 = 0 < x € {1, —2}. Dar prin inlocuire in ecuatia
data, se constata ca dintre cele doua valori obtinute, doar = = 1 satisface ecuatia. Deci unica solutie a
ecuatiei este x = 1.

Sa se rezolve ecuatia 2**! = 16. (6 pct.)

a)z=3;b)z=-Lc)z=4d z=2e z=3;f) z=6

Solutie. Logaritmand egalitatea in baza 2, obtinem x+1 = log, 16 < 2+1 = log, 2* & z+1 =4 & z = 3,
deciz=3. ®

Sa se rezolve inecuatia 7x 4+ 2 > 5z + 4. (6 pct.)

a) x € (1,00); b) z € (—4,-3);¢) z € (=3,0);d) z € I ; e) x € (—o0,—4); f) x € (0,1).

Solutie. Ecuatia se rescrie 2z > 2 < x > 1, deci z € (1,00). @

Sa se determine x € R astfel incat numerele 2,4,z (in aceastd ordine) sa fie In progresie geometrica.
(6 pct.)

a)x =8 b)zx=>5c)x=9d) z=11;e) x = 14; f) x = 18.

Solutie. Conditia de progresie geometrica a trei termeni este ca termenul din mijloc sa fie media

geometricd a celorlalti doi termeni, deci 4 =2 -z < 2x =16 2=8. @

Altfel. Daca notam cu ¢ = 2 primul termen al progresiei gi cu ¢ ratia acesteia, obtinem 4 = a - ¢, deci
g=%=2gideciz=0a-¢>=2-22=8.

100 _1\k+1

Fie polinomul f =1+ Z LX(X —1)...(X — k). Daca S este suma radacinilor reale ale lui f, iar
— (k+1)!

T este suma radécinilor reale ale lui f/, atunci S — T este egal cu: (6 pct.)

a) 50; b) 52; ¢) 55; d) 51; e) 54; f) 53.

(-ph*

Solutie. Pentru m € 1,101 fixat, notam Ty (m) = “gogrm(m —1) - ... - (m — k). Atunci
100yt 100
flm) =1+ m(m—1)-...-(m—k)=14> Ti(m).

I
= (k+1)! =

Se observa ca pentru k € m + 1, 101, avem T}, (m) = 0, iar pentru k € 1,m, avem T},(m) = (—1)F+1COF+L.
Deci pentru m € 1, 101, rezulta

Fm) =1+ (=110}, = Cp, = Cp + O = O o+ ()0 = (1= ! = 0.
g=1

Prin urmare valorile {1,...,101} sunt 101 radacini reale distincte ale polinomului f de grad 101. Deci P
avand gradul 101, acestea sunt toate radacinile polinomului, care va fi de forma

Piz)=a - (z—1)(x—2)-...- (z—101).

Este evident ca suma radacinilor reale ale acestuia este 1 +2 + ...+ 101 = 1017;02 = 5151.

Pe de alta parte, inlocuind z = 0 atat in expresia din enunt, a lui P, cat gi in expresia de mai sus a acestuia,
rezultd P(0) = 1, respectiv

P0)=a-(=1)-(=2)-...(=101) = a- (=1)!°' . 101! = —a - 101!

deci avem egalitatea 1 = —a - 101!, din care obtinem a = fﬁ. Prin urmare, polinomul admite scrierea
echivalenta: 1
P(x) :—ﬁ(x—l)-(x—2)-...-(x—101).
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14.

15.

Derivand expresia de mai sus a polinomului P, obtinem

101
P’(;v):—1011!kz_l(x—l)~...-(w—k)~...-(x—101),

un polinom de grad 100. Folosind consecinta teoremei lui Rolle, derivata P’ are cel putin 100 de
radicini distincte aflate in intervalele consecutive (1,2),(2,3),...,(100,101) determinate de rad&cinile
lui P. Gradul lui P fiind 100, rezulta ca acestea sunt exact radacinile, toate reale, ale lui P’. Pentru a
afla suma T a radacinilor reale ale derivatei, folosim prima egalitate Viete. Examinand expresia lui P’ de
mai sus, rezultd coeficientul monomului de grad maxim z'°° al lui P/,

1 1

- 10l = ——.
Coproo TR 100!

Pe de alta parte, coeficientul monomului z?° din P’ este

101 101
1 .
_ 1 _
Cow =—1a7->, > (fs)ffﬁ.Z[—(1+2+...+k+...+101)]
k=1se1,701\{k} k=1
101 101
1 101 - 102
=t > {-l1+2+...+101) — k]} :—101'-2[— (2—k>}
k=1 Tok=1
101 1 1
1 —5151) = ——— - (5151 — 101 - 5151) = 5151 - ————
101! ;(k 5151) o1 "¢ ) 101 - 99!

Atunci suma radacinilor reale (care coincide cu suma radacinilor complexe in acest caz) este, conform

primei relatii Viete:
Cpo0 5151 100! 5151

Coi0  101-990 1 101
Deci S — T = 5151 — 5100 = 51. @

T = - 100 = 5100.

Fie functia f : R — R, f(z) = |z|e™®. Fie n numérul punctelor de extrem local gi m numérul punctelor
de inflexiune ale functiei f. Care dintre urmatoarele afirmatii este cea adevarata? (6 pct.)

a)n+m=4b)n—-m=2;¢)3n—2m=4d)n+2m=>5¢) 3In+2m=>5f) n—2m=1.

Solutie. Explicitand modulul si derivand, se obtine:

—ze ™, <0 oo e *(x—1), <0 v e *(2—-1z), <0
f<x>{ , f(x){ f<x>{ew2)7 L

re ¥, x>0

Se obtin succesiv rezultatele: f'5(0) = —1 <0, f'4(0) =1 > 0, deci £ = 0 punct unghiular, de minim. De
asemenea, f/'(1) =0, f’(1) = —% < 0, punct de extrem cu f concavd, deci punct de maxim. Deoarece
dintre punctele de derivabilitate R\{1} ale lui f, avem f’(x) = 0 < x = 2, rezultd un singur punct de
inflexiune, in # = 2. In concluzie, n = 2 si m = 1, deci singura egalitate valida dintre variante este
3n—2m=4. (©

Sa se rezolve ecuatia logs(z — 1) = 2. (6 pct.)
a)x=14b)x=11;¢c)z=T7;d) x =8;e) x = 10; f) x = 3.

Solutie. Conditia de existentd a logaritmului conduce la x —1 > 0 < x > 1. Aplicind ecuatiei functia
exponentild de baza 3, obtinem = — 1 = 32 & 2 = 10, care satisface conditia z > 1. (@
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