Admitere * Universitatea Politehnica din Bucuresti 2003
Disciplina: Algebra si Elemente de Analiza Matematica

1. Fie curba de ecuatie y = 223 + 4. Aflati m € R stiind ci dreapta de ecuatie y = mz + 4 este tangenti
la curba.

a)m=10;b) m=—1;¢c) m=8;d) m=2;e) m=12; f) m = —6.

. A . .. y =223 + 4w ¢ o 3 .
Solutie. Eliminand y din sistemul liniar y—mz+d rezulta 2x° 4+ 4r = ma + 4. Este necesar si
suficient ca ecuatia f(z) = 22° + (4 — m)z — 4 = 0 sa aibd o radacinid multipla reala. Din relatiile lui
Viéte rezulta x1 + x5 +x3 = 0 §i x12223 = 2. Folosind conditia x1 = x2, obtinem z3 = —2x7 si —21“? =2.
Avem deci 1 = —1. Deoarece f(—1) =0, avem m = 10.

Altfel. Dupa obtinerea radécinii duble z; = —1, calculam x3 = —2z; = 2, iar din a doua relatie Viéte
obtinem
4—m 4—
T1Z9 + ToX3 + T3x] = T & -3 = T < m = 10.

2. Fie N numairul de solutii reale ale ecuatiei 2° = 2. Decideti daca:
a) N =0; b) N = 3; ¢) ecuatia are numai solutii intregi; d) N =4;e) N=1;f) N =

Solutie. Observam ca z = 0 nu este solutie deci distingem cazurile x < 0 gi = > 0.

1. Consideram mai intai z < 0. Notdm y = —x > 0 si deci 1 = y?2Y. Functia f : (0,4+00) — R, f(y) =
y? - 2¥ — 1 este strict crescitoare ca produs a dous functii strict crescatoare minus o functie constant si
deci injectivd. Cum ili% f(0)=—-1<0si f(1) =1 > 0, rezultd f are solutie unicé, y; € (0,1). Deci
ecuatia datd are o singura solutie in intervalul (—oo,0),z1 = —y; < 0.

2. Pentru z > 0, Se observa ca ecuatia admite solutiile zo = 2 si 3 = 4. Verificam ca acestea sunt singurele

solutii strict pozitive. Ecuatia se rescrie xIn2 = 2lnz. Fie g : (0,+00) = R g(z) = 2In2 — 2Inz,
deci ¢'(z) = In2 — 2. Avem ¢'(v9) = 0 = z9 = 2. Pe de altd parte, avem li{‘%g(x) = +oo si

T In2°

lir+n g(x) = 4oo, iar g(2) = 0,g9(4) = 0. Dar zy € (2,4) este singura radacind a derivatei ¢’, deci,
Tr—r+00
folosind sirul lui Rolle, se deduce ca zo = 2 §i 3 = 4 sunt singurele solutii ale ecuatiei g(z) = 0 In

intervalul (0, +00). Concluzionim ci ecuatia 2% = 22 are 3 radacini reale, 21 € (—00,0), 75 = 2 5i 23 = 4.

2x+3
3. S& se calculeze hr%f / t\/t3 4+ 9 dt .
T
x+3

a) 14; b) oo; ¢) 10; d) 20; e) 18; f) 0

Solutie. Functia continua f : R — R, f(t) = tv/t3 + 9 admite primitive F. Deci lim,_,o + fzi;_?’ f(@)

lim,_,o ZE2E=F@+3) "geci folosind regula I'Hospital (cazul 0/0), rezults

lim 21203 = J@H3) _opay g3y 253 0= 18,

x—0 1

4. Fiee; = (1,—1,0) si es = (1,1,0). Sa se precizeze pentru care din vectorii ez de mai jos, vectorii ey, e, €3
sunt liniar independenti in R3.
a) €3 = (2a _270)7 b) €3 = (_272a0)3 C) €3 = (0507 1)7 d) €3 = (57570)7
e) €3 = (O7Oa0)a f) €3 = (273a0)

1 -1 0
Solutie. Daca ez = (a,b,c), atunci conditia | 1 1 0 | # 0 implica ¢ # 0, deci raspunsul corect este
a b ¢

(0,0,1).

5. Solutiile 21, z2, x5 ale ecuatiei 2 — 3z — 10 = 0 satisfac conditiile

a) x1 = x29 € C\R,z3 € C; b) z1,z9, 23 € C\R; ¢) 1,29, 23 € R;
d) 21 € Ryag, x5 € C\ R; e) 21,22 € Rxz € C\R; f) 21 = 25 € Rizg € C.
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10.

11.

Solutie. Pentru ecuatia f(r) = 23 — 3z — 10 = 0, intocmim sirul lui Rolle. Avem f'(x) = 322 — 3 si deci
f'(x) =0« € {-1,1}. Dar

lim f(x):—oo<0,xli_>nolof(x):oo, f(=1)=-8<0,f(1)=-12<0,

T—r—00
deci z1 € R si 23,23 € C\ R (unde numerotarea celor trei radacini este aleatoare).

S& se determine parametrul m € R daca graficul functiei f : R = R, f(z) = 2® —2(m+ 1) 2% + (m? +
2m + 2)x — 2m, intersecteaza axa Oz in trei puncte distincte.

a) m € (700,7272\@) U (72+2\/§,oo); b) m # 1;
¢) (=2 - 2v/2, -2+ 2v/2);

mc
d) m € (o0, -2 —2v2) U (=2 +2v/2,1) U (1, 00);
e) nu existd m; f) m # —2 + 2v/2.

Solutie. Rezolvim ecuatia f(z) = 0. Se observa ca ¥ = m este solutie, deci f(x) = (z — m)(2? —

mx — 2x +2) = (z —m)(2? — x(m + 2) + 2). Graficul intersecteazi axa Oz in trei puncte distincte daca
ecuatia f(x) = 0 are 3 ridAcini distincte. Avem z; = m (o radacind) iar pentru 2% — z(m +2) +2 =0
impunem conditiile: A > 0 si #; = m si nu fie radacind. Obginem A = (m +2)?2 -8 > 0 < (m + 2)% >
8 & Im+2 >2v2 & m e (—o0,—2 — 2v/2) U (=2 + 2v/2,00). Pe de altd parte, + = m nu este
raddcina pentru ecuatia de grad 2 dn.d. f(m) # 2% — x(m + 2) + 2 & m # 1. Deci solutia finala este
m € (=00, =2 — 2v/2) U (=24 2v/2,1) U (1,00).

Sa se gaseasca 1 = lim (n—|—2— \/n2+n+3>.

n— oo
a)l=—1;b) nu existd; ¢) 1 = 3;d) 1 =o00; ) 1 =0; f) I = 1.

Solutie. Rationalizand, obtinem
(n+2)2—n?>+n+3) . 3n+1 n(3+1) 3

lim =1 = lim = —

= 11m .
n—oo m+4+24+vn2+n+3 n—oom 4+ 24+/n24+n+3 nooo 2 1, 3 2
n(l+2+4/1+=+35

o dx
Primitivele | —5———— sunt
sin” x - cos? x
a) z+ tgz+ C; b) tgxr — ctgr +C;c) z+ ctgr + C; d) tgr + ctgz +C;e) —5= +C; f) =—5— + C.

cos? x sin? x

Solutie. Folosind formula sin? z 4 cos? 2 = 1, putem scrie

dx sin® x + cos? z 1 1
/ — :/ .2+ d:v:/ 5 dx+/ ——dr =tgx — ctgx + C.
sin® z cos? x sin” x cos? x cos?x sin® x

Fie f : R = R, f(x) = cos(x — 1) + e®”. S se calculeze ().
a) 1; b) 0; ¢) e%; d) 2e; e) e; f) é.

Solutie. Avem f/(z) = —sin (z — 1) 4 2ze®”, deci f/(1) = 2e.

1_
Yo

Sa se rezolve inecuatia

a) (0,1); b) (=1,0); ¢) [-1,1]; d) nu are solutii; e) [0,1); f) (—o0,0) U (1, c0).

1—

Solutie. Avem =% >0& (z—-1)-1 <0&2€(0,1).

Pe multimea R? se defineste legea de compozitie (x1,y1, 21)* (72, Y2, 22) = (1 + X2, Y1 + Yo, 21 - 22). Gasiti
elementul neutru.

a) (1,0,1); b) (0,1,0); ¢) (0,1,1); d) (1,1,0); e) (1,0,0); £) (0,0,1).

Solutie. Aratdm ci existd (e,ea,e3) € R3 astfel incat pentru orice (z,y,2) € R avem (eq,e2,e3) x
(.’L‘,y,Z) = (xayvz)*(elae%e?)) = (m,y,z), adica e1+r=ux,6e +y =YyY,e32 =z = €] = 0762 = 0763 = 17
deci elementul neutru este (0,0, 1).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

22+z+1, >0
ax + b, z<0
a)a=1LbeR;b)a=-1,b=2;¢c)a=1,b=2;d)a=1,b>1;
eJa=b=-1;f)aceR, b=1.

Functia f: R — R, f(z) = { este continua, daci

Solutie. Cum f este continua pe (—o0,0) U (0, 00) este suficient si punem conditiile pentru continuitate
in 0, adica
b=1

: 2
dm(e ot l) aeR.

(ax +b) = f(0) :>{

= lim

x 0
S& se determine o functie polinomiald P, de grad cel mult doi, care verificd conditiile P(1) =1, P/(1) =
0, P’'(1)=2.

a) —22+2x+2;b) 2?2 — 20 +2;¢) 2>+ +1;d) 22 + 2+ 2; ) —a? + 2
f) —2? — 22— 2.

Solutie. Avem f = az? + bz + ¢, unde a, b, ¢ € R. Conditiile din enunt, se rescriu:

a+b+c=1 a=1
2a+b=0 = b=-2
20 =2 c=2.
sin’ x
Sa se calculeze lim ——————.
=0 2+ 22 cosw
a) 00; b) 0; ¢) 1; d) limita nu exista; e) 3; f) 2
.2 . 2
1 1 1
Solutie. Avem lim e TR e =12.- =,
=0 22(1+cosz) 220\ =« 1+ cosz 2 2

S4 se rezolve inecuatia Ine® + ze™® < 2.
a) x € (0,1); b) > 0; ¢) nu are solutii; d) = € (0,e); e) x € (=2,1); f) = > 1.
Solutie. Avem x > 0. Folosind egalitatea Ine® = x inecuatia se rescrie x 4+ 22 — 2 < 0, deci = €

(=2,1) N (0,00) = (0,1).

1
Suma numerelor naturale n ce satisfac inegalitatea <1 + ) -C2 < 8 este
n
a) 10; b) 6; ¢) 7; d) 5; e) 8; f) 9.
Solutie. Existenta fractiei din enunt conduce la restrictia n > 0, iar existenta combinarilor cere n € N,
n > 2. Inecuatia se rescrie
n+1(n—1n
n 2

<8en?-17<0ene[-V17,V17).

Deci n € [—V17,V/17) N {2,3,4,5,...} = {2,3,4}. Solutia cdutata este prin urmare 2+ 3 +4 = 9.

Matricea A = (z —11 é) cu a € R, este inversabila pentru
a) a € R\ {-1,0}; b) a € {-=1,0}; ¢c) a € R; d) a # 0; e) a # —1; f) nu exista.

Solutie. Determinantul matricei A se obtine (spre exemplu) adunénd in prealabil a dolua linie a acestuia

la celelalte doua linii:

a+1l 0 a+1
1 -1 a ’:f(aJrl)a.
3 0 at3

det A =

a 1l 1
1—-1la
21 3

Prin urmare conditia ca A s& fie inversabild este det A # 0 < a € R\ {-1,0}.

Suma, patratelor solutiilor ecuatiei 2 — 42 + 1 = 0 este
a) 14; b) 12; ¢) —12; d) 16; e) 10; f) 4.

Solutie. Avem z1 + x2 =4, z125 = 1 i deci 33% + x% =(z1 + 332)2 — 2x120 = 14.
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